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✼✳✺✳✷ ❈❛s❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✾
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✹
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐s♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✭♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧✱ ❝❤❡♠✐✲
❝❛❧ ♦r ✇❤❛t❡✈❡r✮ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞
r❡❛❧✐st✐❝ ❜✉t ❛❧s♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✱ ♦r ✉s❡❞
✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✴❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ s②s✲
t❡♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
❡✳❣✳✱ s❡tt✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s r❛r❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❋❡✇
r❡s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ P❛❝✉t ❛♥❞ ❑♦❧♦❞③✐❡❥ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
✐❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r✳ ❚❤❡② ❝❤❡❝❦ ✐t ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ✐♥ ❬✶✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♠♦❞❡❧ ❝❛s❡s ♦❢ ✉s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✏❝❧♦s❡✑ t♦
r❡❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡♥tr✐❡s✳
■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s❡t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✮ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭■❆✮ ❬✺✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✷❪ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✱
❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐❣♥♦r❡ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥
r♦❜♦t✐❝s✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♦r t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ r♦❜♦t✳
❋♦r t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ■❆ t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ■❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧✐♠✐ts✱ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛
r❡❛❧ ❝♦♠♣❧❡① r♦❜♦t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠❛ss✲❧❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ q✉❛s✐✲❣❡♥❡r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ q✉❛❧✐❢② ❛ r❡❧❡✲
✈❛♥❝❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✷ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿
❼ ♠♦❞❡❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❛t ✐s t♦♦ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❀
❼ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉❜✲♣❛rt❀
❼ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞✳✳✳
■♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❛ s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❆ ♠♦❞❡❧ M ❣✐✈❡s n ✈❛❧✉❡s ν✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ m ❡♥tr✐❡s e ❛♥❞ p ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ✿
M(e, ρ) = ν ✭✶✮
❚❤❡ ❡♥tr✐❡s e ❝❛♥ t❛❦❡ ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t Σm✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Σ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤
❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✉s❡✳ ❊q✳ ✭✶✮ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✱
s✉❝❤ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠✱ ❛ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠✳
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✺
✷✳✶ ❆ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s
■❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ M ✐s t♦♦ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
✐t✳ ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ✐♥ t❤✐s ❛✐♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞
❛♥❞ ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠✱ t❤✐s ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛
s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t ♦r ③❡r♦✳
❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ M ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ Mh
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿ M(e, ρ) 6= Mh(eh, ρh)✳ ✭■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s eh
❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρh ❛r❡ s✉❜✲s❡ts ♦❢ e ❛♥❞ ρ✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❡ts ♦❢ ❡♥tr✐❡s e− eh
❛♥❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρ− ρh ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳✮
✷✳✷ ❱❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✑❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✑ ✐❢ M ✐s ❝❧♦s❡ t♦ Mh ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ν ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr✐❡s✳
∀e ∈ Σ :M(e, ρ) ≃Mhypothesis(eh, ρh) ✭✷✮
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s✿
∀e ∈ Σ : Dist(M(e, ρ)−Mhypothesis(eh, ρh)) ≤ ǫ ✭✸✮
❲❤❡r❡ Dist() r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r♠ s✉❝❤ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
♥♦r♠✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦r♠ ♦r ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳
❘❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❜❡❝♦♠❡✿ ∀e ∈ Σ :
{
M(e, ρ) = ν
Dist(ν −Mh(eh, ρh)) ≤ ǫ
✭✹✮
◗✉❛❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞
❆ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡ ♦r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❣♦♦❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉s❡❧❡ss
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ✇❡❧❧✳
✷✳✸ ▼♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s ✈❛❧✐❞✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ②❡s✲♦r✲♥♦ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦✉♥❞s
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜❡tt❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ✇❛② ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞s ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥tr✐❡s✳ ■t ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Φ s✉❝❤ t❤❛t
∀ρ ∈ Φ,∀e ∈ Σ : Dist(M(e, ρ)−Mh(eh, ρh)) ≤ ǫ ✭✺✮
❆❧s♦✱ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t Σˆ ⊂ Σ ♠❛② ❛❞❞ ❛
♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✉s❡✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✻
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿ ❋✐♥❞ Σˆ s✉❝❤ t❤❛t
∀e ∈ Σˆ : Dist(M(e, ρ)−Mh(eh, ρh)) ≤ ǫ ✭✻✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✉❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❝❤❡❝❦✱ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
❜♦✉♥❞s ǫ ♦❢ Dist(M(e, ρ) − Mh(eh, ρh)),∀e ∈ Σ✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ s❡t Σ✱ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜♦✉♥❞ ǫmax s✉❝❤ t❤❛t✿
Dist(M(e, ρ)−Mh(eh, ρh)) ≤ ǫmax ✭✼✮
❚✇♦ ❜♦✉♥❞s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿
ǫmin ≤M(e, ρ)−Mh(eh, ρh) ≤ ǫmax ✭✽✮
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ ǫmin > 0✱ t❤❡♥ t❤❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡✈❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭s❛♠❡ ✐❢ ǫmax < 0✮✳
✸ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡ts
❖✉r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ✐s ✜rst❧② t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Σ t♦ ❜r✐♥❣
t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡rr♦rs✿
σ = Dist(M(e, ρ)−Mh(eh, ρh))
= Dist(ν − νh)
♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ e ∈ Σ✱ t❤✐s ❡rr♦r ❧✐❡s ✉♥❞❡r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ǫ✿ σ ≤ ǫ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜s❡t Se ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❡♥tr✐❡s✿
Se = {e ∈ Σ : σ ≤ ǫ}✳
✸✳✶ ❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✈❛❧✐❞✐t②
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡♥tr✐❡s
Σ✳❲❡ ✇❛♥t t❤✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Se ≡ Σ✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s
✐♥✜♥✐t❡ s❡t✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❞✉❛❧ s❡t S!e = {e ∈ Σ : σ > ǫ}✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t
Se ∪ S!e ≡ Σ✳
Pr♦✈✐♥❣ t❤❛t S!e ✐s ❡♠♣t② ✭✐✳❡ t❤❡ ❞✉❛❧ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥❞❡❡❞
t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s σ ≤ ǫ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ❡♥tr✐❡s✳
✸✳✷ ◗✉❛❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ s❡ts Se ❛♥❞ S!e ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞s✱ s✉❝❤ ❛s✿
❼ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❛♥❞✴♦r ♠❛①✐♠❛❧✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ρmin ✭❛♥❞✴♦r ρmax✮ ✈❛❧✉❡ s❛t✲
✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ifρ < ρmin✿ S!e 6= ∅
❼ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ Σ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Sσ =Max(Dist(M(e, ρ)−
Mhypothesis(eh, ρh)))✱ ∀e ∈ Σ
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✼
✹ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧s
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ❞❡♠❛♥❞s ❛ r♦❜✉st s♦❧✈❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❤♦❧❡ Σ ♠❛❞❡
♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✳
■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡❡ts t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ s✉❜✲s♣❛❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤♦✉t
r✐s❦ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✳
✹✳✶ ❇❛s✐❝s ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [xi] = [xi, xi] ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧s xi s✳t✳ xi ≤ xi ≤ xi✳ IR ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦r ✇✐❞t❤ ♦❢ [xi] ✐s w([xi]) = xi − xi✳ ❆ ❜♦①
[x] ✐s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s [x1]× ...× [xi]× ...× [xn]✳ ■ts ✇✐❞t❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② maxi w([xi])✳
■♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❬✶✵❪ ❡①t❡♥❞s t♦ IR ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r R✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ s✉♠ ✭✐✳❡✳✱ [x1]+[x2] = [x1+x2, x1+x2]✮ ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ t❤❡ s✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❜❛s✐❝❛❧❧②
❞❡✜♥❡s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ IR✮
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : Rn → R✳
[f ] :IRn → IR ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ f t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐❢✿
∀[x] ∈ IRn [f ]([x]) ⊇ {f(x), x ∈ [x]}
∀x ∈ Rn f(x) = [f ](x)
■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡✲
♠❡♥t❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ [f ]N ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ✜rst
♦r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts ♥❛t✉r❛❧
❡①t❡♥s✐♦♥✳
❊①❛♠♣❧❡ ❈♦♥s✐❞❡r f(x1, x2) = 3x21 + x
2
2 + x1 ∗ x2 ✐♥ t❤❡ ❜♦① [x] = [−1, 3] ×
[−1, 5]✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s✿ [f ]N ([x1], [x2]) = 3 ∗ [−1, 3]
2 + [−1, 5]2 +
[−1, 3] ∗ [−1, 5] = [0, 27] + [0, 25] + [−5, 15] = [−5, 67]✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡✿
∂f
∂x1
(x1, x2) = 6x1 + x2✱ [
∂f
∂x1
]N ([−1, 3], [−1, 5]) = [−7, 23]✱
∂f
∂x2
(x1, x2) = x1 + 2x2✱
[ ∂f
∂x2
]N ([x1], [x2]) = [−3, 13]✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ x˙ = (1, 2)
②✐❡❧❞s✿ [f ]T ([x1], [x2]) = 9 + [−7, 23] ∗ [−2, 2] + [−3, 13] ∗ [−3, 3] = [−76, 94]✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❖✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t✮
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t F = {f(x), x ∈ [x]}✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ [f ]([x]) ✐s ❛♥
♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ F ❞❡♥♦t❡❞ ❜②✿
F = [f ]([x])✳
✹✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥
✹✳✷✳✶ ■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠
■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜② ❜♦①❡s t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛
❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠✳ ❚❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❇r❛♥❝❤ ✫ ❈♦♥tr❛❝t s❝❤❡♠❡✿
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✽
❼ ❇r❛♥❝❤✿ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜♦① ✐s ❜✐s❡❝t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♥❣ t✇♦ s✉❜✲❜♦①❡s✳
❼ ❈♦♥tr❛❝t✿ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s
♦❢ t❤❡ ❜♦① ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ❜♦①❡s ♦❢ s✐③❡ ❛t ♠♦st ǫ ♦♥ ❡✈❡r② ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣r✐s❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ◆❡✇t♦♥✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐ss✉❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✶✵❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠
❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
✹✳✷✳✷ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❜r❛♥❝❤
❛♥❞ ❜♦✉♥❞ s❝❤❡♠❛ ❬✸❪✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❛ ❜♦①
[x]✳ ■t ❝❤♦♦s❡s ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ∈ x ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ ❜✐s❡❝ts [xi] ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ ♠❛✐♥ ❈♦♥tr❛❝t✫❇♦✉♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❜♦①❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❈♦♥tr❛❝t ✫ ❇♦✉♥❞ r❡s♦rts t♦
❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤♦s❡ ❝♦st ✐s ✇♦rs❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥s❛t✐s✜❡❞✮ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❜♦①✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ❛♥❞ ❛ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s t❤❡ ❜❡st ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞
♣♦❧②t♦♣❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ lb t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❜♦①❡s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳
❆❧s♦✱ ub ✭❢♦r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✮ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ✭✐✳❡✳✱
❛ ♣♦✐♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❡✈❡r ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
♠❡t❤♦❞s ❬✶✸❪✳
❚❤❡ s❡❛r❝❤ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ ub− lb r❡❛❝❤❡s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ǫobj ✳
✹✳✸ ❆❞❞✲♦♥s
❋♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ♦✉r t♦♦❧ ✉s❡s t✇♦ r❡❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
✐s ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼♦❤❝ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥tr❛❝t ❛ ❜♦① ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t ❛
t✐♠❡✱ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ▼♦❤❝
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❜② ❜❡tt❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦① ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✳r✳t✳ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦①✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥
♦♣t✐♠❛❧ ✭♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t r♦✉♥❞✲♦✛s✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝
✇✳r✳t✳ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭♦❝❝✉rr✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳
▼♦❤❝ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r t♦♦❧ ❛s ❛ s✉❜✲❝♦♥tr❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✸❇❈■❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✹❪✱ ❛
✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✸❇ ❬✼❪✳ ✸❇ ✉s❡s ❛ r❡❢✉t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t s♣❧✐ts ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥t♦ s❧✐❝❡s✳
❆ s❧✐❝❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ t❤✉s ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦①✱ ✐❢
❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❝♦♥tr❛❝t♦r ✭❤❡r❡✱ ▼♦❤❝✮ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❧❡❛✈❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❢t✲s✐❞❡ ❛♥❞ r✐❣❤t✲s✐❞❡ ❜♦①❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜✲❝♦♥tr❛❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ✏❝❡♥tr❛❧✑ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ✸❇❈■❉ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✜♥❛❧ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ s✉❜✲❝♦♥tr❛❝t♦r ♦♥ t❤✐s
❝❡♥tr❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✭❤✉❧❧❡❞✮ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❜♦①❡s ✐s r❡t✉r♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s♠❡❛r✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ❬✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✾
✐♥ ❬✶✸❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧✐♥❣✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✴♦❢t❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞
s♣❧✐t ✐❢ ✐ts ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧ [x] ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ x ✐♥ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✳r✳t✳ x ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜♦①✳
✺ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ s❡t✲❜❛s❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥✲
t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ■❆ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♣❡r♠✐t t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✭✹✮✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
✺✳✶ ❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ ■❆
❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✉♣❡rs❡t
S!e ♦❢ S!e ✭❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠ ✭✹✮ ②✐❡❧❞❡❞ ❜②✿
{
M(e, ρ) = ν
Dist(ν −Mh(eh, ρh)) > ǫ
✭✾✮
■♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ②❡s✲♦r✲♥♦ ❛♥s✇❡r ✉s❡❢✉❧ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ♠❛❞❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ M ✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t S!e ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✱
✜♥❞✐♥❣ S!e = ∅ ♣r♦✈❡s t❤❛t S!e ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s✱ ✇✐t❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡✱
t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s σ ≤ ǫ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠♦❞❡❧ ❡♥tr✐❡s✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ S!e ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❛t S!e 6= ∅✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
❢❛❧s❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡♥tr✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❛ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❛t S!e = ∅ ❢♦r
❣✐✈❡♥ ❡♥tr✐❡s✳
✺✳✷ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ ■❆
❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ Se✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✭✹✮ ❛
❣♦❛❧ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ∈ Φ ✭s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡
❤❛♥❞❧❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✮ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② Sρ = Min(ρ), ρ ∈ Φ s✉❝❤ t❤❛t Se = Σ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠✿


Minimize ρ s.t. :
M(e, ρ) = ν
Dist(ν −Mh(eh, ρh)) ≤ ǫ
✭✶✵✮
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ♣❡r♠✐ts t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ρ ✇❤✐❝❤ ❝❡rt✐✜❡s t❤❛t S!e =
∅,∀e ∈ Σ✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r σ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲s❡t Se✿


Maximize σ s.t. :
M(e, ρ) = ν
σ = Dist(ν −Mh(eh, ρh))
✭✶✶✮
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✵
✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ r♦❜♦t✐❝s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❣r❛♥t❡❞ ♣r♦❥❡❝t ♥❛♠❡❞
❈♦●✐❘♦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛♥❞ P❤❉
st✉❞❡♥ts✱ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣✐❛♥t ❝r❛♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✳ ❚❤✐s
r❛✐s❡s ♥✉♠❡r♦✉s ✐ss✉❡s✿ ❞❡s✐❣♥✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞
❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts✱ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❤✐❣❤❧✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜② ❝❛❜❧❡s ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
❝❧❛ss✐❝❛❧ r✐❣✐❞ ❛❝t✉❛t♦rs✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❛ st❛t✐❝ ✐s
♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭♥♦t ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧
✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳
✻✳✶ ❈❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts
❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r✮ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✜①❡❞ ❜❛s❡ ❜② m ❝❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❜❧❡s ❝❛♥ ✈❛r② ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❜② t❤❡
❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ m ♣✉❧❧❡②s ❧✐♥❦❡❞ t♦ m r♦t❛r② ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❛❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ n ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ❡①❛♠♣❧❡
■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦r ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ✭♠♦✲
❜✐❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ΩC✮ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ✭✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ΩO✮
❜② m = 8 ❝❛❜❧❡s ✭m > n t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❬✾❪✮✳ ❚❤❡ ith ❝❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝ts
t❤❡ ♣♦✐♥t Ai ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ai ✐♥ ΩO✮ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t Bi ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡
♣❧❛t❢♦r♠ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡ bi ✐♥ ΩC✮✳ ❚❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ X = (P,R) ✭❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R ♦❢ ΩC ✇✳r✳t✳ ΩO✮ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛❜❧❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ WX ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s (P,R) ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t✳
✻✳✷ ❈❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧
❈❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❛❜❧❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✱
❧✐❣❤t ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♠❛ss✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✶
❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❛❜❧❡s✳
❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❝❛❜❧❡s
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ■r✈✐♥❡ ✐♥ ❬✹❪✳ ■♥ t❤❡ ■r✈✐♥❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❝❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ✐ts t❡♥s✐♦♥✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ♦♥❡ ❝❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛
♣❧❛♥❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts A ❛♥❞ B ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡✿
z
xA
B
Tax
Taz
Tb
L
D
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ ❝❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ④A✱B✱
−→
P ⑥
❚❤❡ ■r✈✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
❼ ❆tt❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥ts A ✭♦♥ ❜❛s❡✮ ❛♥❞ B ✭♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠✮
❼ ❈❛❜❧❡✿ ❧✐♥❡❛r ♠❛ss m✱ t✐❣❤t♥❡ss ✭st✐✛♥❡ss✮ k ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ L
❼ ❆♣♣❧✐❡❞ ❚❡♥s✐♦♥s✿ Tb ✐♥ B ❛♥❞ Ta ✐♥ A
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ♣♦✐♥t A = [0, 0] ✐s✿
8>>>>><
>>>>>:
Bx =
T xa L
k
+
|T xa |
mg
[sinh
−1
(
T za
T xa
) − sinh
−1
(
T za − mgL
T xa
)]
Bz =
mgL2
k
(
T za
mgL
−
1
2
) +
1
mg
[
q
T xa
2 + T za
2 −
q
T xa
2 + (T za − mgL)
2]
Tb =
q
T xa
2 + (T za − mgL)
2
✭✶✷✮
❚❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♦❢t❡♥ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ T xa ✱ T
z
a ❛♥❞ L ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✻✳✸ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ r♦❜♦t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱
❧❡❛❞s t♦ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ r♦❜♦t✐❝s✿
❼ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr♦❧❀
❼ ✉♥✇♦r❦❛❜❧❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥❀
❼ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s✐❣♥❀
❼ ✉♥s♦❧✈❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✷
❼ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ r♦✉❣❤ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡♠❛✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♠❛ss✲❧❡ss ❝❛❜❧❡s ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
❝♦♥tr♦❧✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♦❢t❡♥ r❡❛❧✐st✐❝
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡rr♦r ✐♥ r♦❜♦t ❛❝❝✉r❛❝②✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s✉❜❥❡❝ts ✉s❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢
♠❛ss✲❧❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❝❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❛❜❧❡s Li
✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❡♥s✐♦♥s✮ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s Di = AiBi✱ i = 1..m✳ ❯♥❞❡r t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ Li = Di✳
❚❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ AB ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t r❡♠❛✐♥s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
✻✳✹ Pr♦❜❧❡♠❛t✐❝s
❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛ss✲❧❡ss ❞♦♥❡ ♦♥
❝❛❜❧❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭❛♥❞ ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞♦♥❡✮ t♦ ❤♦♣❡ t♦ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r r♦❜♦t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts✳ ■♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ r♦❜♦t
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞
♦♥ ♦♥❡ ❝❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t
♠❛st❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
✻✳✺ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛ss✲❧❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s
❖✉r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡
♦❢ t❤❡ r♦❜♦t WX t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡rr♦rs σi = |Li − Di| ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧❡♥❣t❤ Li ❣✐✈❡♥ ❜② ■r✈✐♥❡✬s ♠♦❞❡❧ ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Bi✱ TBi ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✲
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Di✱ ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Bi✳ Bi ✐ts❡❧❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X ∈WX ✳
❲❡ t❤❡♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛❧❧ ❧✐❡ ✉♥❞❡r ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ǫ ✭✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛rt✐❝✉❧❛r ❛❝❝✉r❛❝②✮✿ σi ≤ ǫ✱ i =
1..m✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ m ♣♦✐♥ts Bi ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡ X = (P,R)✿ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ Bi ✐♥ ΩO ❛r❡ ei = P + R.bi✱ bi ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ Bi
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ΩC ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❣❡♦♠❡tr②✮✳
❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦s❡ X ∈ WX ✱ ✐❢ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡r② m ♣♦✐♥ts ei✿
σi ≤ ǫ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜s❡t SX ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦s❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
SX = {X ∈WX ,∀i ∈ 1..m : σi ≤ ǫ}✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s❡s
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ s❡t S!X = {X ∈
WX ,∃i ∈ 1..m : σi > ǫ}✳ ■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ S!X = ∅✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤♦❧❞s ♦♥ WX ✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t SX ∪ S!X ≡WX ✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ m ♣♦✐♥ts Bi ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ X ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧❡♣✐♣❡❞✱ ✇❤❛t❡✈❡r ❝❛♥ ❜❡ X ∈ WX ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤ t❡st✐♥❣ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ei
✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ z
❛①✐s✳
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✸
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ WX ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ WB ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t B ∈WB ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ■r✈✐♥❡✬s ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ B = [Bx, Bz]✳
Ai
WX
WBBi
Z
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘♦❜♦t s♣❛❝❡ ❢r❛♠❡ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ ✇♦r❦s♣❛❝❡ WX ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡
WB
❲✐t❤ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜✲s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥t B ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈❛❧✐❞✿ SB = {B ∈WB : σ ≤ ǫ}
❆♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✿ S!B = {B ∈WB : σ > ǫ}✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ S!B ✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①✐sts ✐♥ S!X ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t SB ∪ S!B ≡WB
■t✬s ❛❧s♦ ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ③❡r♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ S!B t❤❛t ♣r♦✈❡ t❤❛t SB ≡WB ✳ Pr♦✈✐♥❣
t❤❛t S!B ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s σ ≤ ǫ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r
❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳
✻✳✻ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r
❚❤❡ s❡ts SB ❛♥❞ S!B ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s✿
❼ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♥s✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② STb =MinTb ✱
∀B ∈ SB
❼ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Sσ = Maxσ✱
∀B ∈WB ,∀Tb ∈ [Tmin, Tmax]
✻✳✼ ■♥t❡r✈❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■r✈✐♥❡✬s ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷❀ ✇❡ ♣r❡❢❡r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✺
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❢❛st❡r s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s
s②st❡♠ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ t♦
r❡♣❧❛❝❡ sinh−1 ❜② ✐ts ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ sinh−1(x) = ln(x +
√
(x2 + 1))✳
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ S!B ✭❡✈❡r② r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❡❧❡♠❡♥t
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✹
❜❡✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r✈❛❧✮ ✐s✿
8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:
mgBx − eT
x
a + T
x
a ln ((h− c)(c− d + j)) = 0
mgBz − T
x
a h− T
z
a e +
ke2
2
+ Tb = 0
Tb − T
x
a j = 0
cT
x
a − T
z
a = 0
h−
p
(c2) + 1 = 0
j −
p
((c− d)2) + 1 = 0
dT
x
a −mgL = 0
ek −mgL = 0
|L−
q
Bx
2
+ Bz
2
| > ǫ
✭✶✸✮
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✷✱ ❜✉t ❛ r❡✇r✐t✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥
✶✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜♦① ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ [Bx]× [Bz]× [T
x
a ]× [T
z
a ]× [Tb]× [L]× [c]× [d]×
[e]× [h]× [j]✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ [Bx]× [Bz] ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✉s t♦ ✜♥❞
❛ ♣♦✐♥t B ✐♥ S!B ✳
✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
✼✳✶ ❖✉r r♦❜♦t
❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✱ ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❚❊❈◆❆▲■❆ ❝♦♠♣❛♥② ✭✇✇✇✳t❡❝♥❛❧✐❛✳❝♦♠✮
✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲■❘▼▼ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭✇✇✇✳❧✐r♠♠✳❢r✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✿ P❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❘❡❡❧❆①✽
❘❡❡❧❆①✽ ✐s ❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✳ ❊✐❣❤t ❝❛❜❧❡s✱ ✇♦✉♥❞ ♦♥
✇✐♥❝❤❡s✱ ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❜② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❡✐❣❤t ❝♦r♥❡rs ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ s❤❛♣❡❞
♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs ❧❛r❣❡✳ ❋♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ ✇✐♥❝❤❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ♦♥ ♣♦sts
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✺
✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♠❡t❡rs ❛rr❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ♦❢ ❛ ✸ ♠❡t❡rs ❜② ✹ ♠❡t❡rs
r❡❝t❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇♦r❦s♣❛❝❡ ♦❢ ✷ ♠❡t❡rs ✭❢r♦♠ ✶ t♦
✸ ♠❡t❡rs ♦♥ ① ❛①✐s✮ ❜② ✶ ♠❡t❡r ✭❢r♦♠ ✶ t♦ ✷ ♠❡t❡rs ♦♥ ② ❛①✐s✮ ♦♥ ✢♦♦r✱ ✶ ♠❡t❡r
❤✐❣❤ ✭❢r♦♠ ✶ t♦ ✷ ♠❡t❡rs ♦♥ ③ ❛①✐s✮ ❛♥❞ ± ✺ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳
❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿ WX = {X = [P,R], P ∈ [1, 3]× [1, 2] × [1, 2], R ∈
[−5, 5]× [−5, 5]× [−5, 5]}
✼✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❚❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❖✲
P❘■◆ t❡❛♠ ❛♥❞ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳ ■t ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥tr❛❝t♦r ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ s❤❛✈✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛ ❜✐s❡❝t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥ ♦✉r ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r t❡♥s✐♦♥s ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
s✉♣r❡♠❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭σ > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❡♥s✐♦♥s ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥❝❡ ✭σ < 0✮✳
✼✳✷✳✶ ❈❛s❡ ✶✿ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦t♦t②♣❡
❚❤❡ ❝❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ k = 137kN/m ✱ m =
0.007kg/m✳
❲✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ WX ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡
WB t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ [1, 3]×
[1, 2]× [1, 2]✿ WB = [1, 3.7]× [1, 2]✳
❲❡ ✜① ǫ = 0.005m ≃ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r♦❜♦t✳
❚❤❡ s❡♥s♦rs ❣✐✈❡✱ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r t❡sts✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 20N ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
♦♥❡ ♦❢ 120N ✳ ❙♦ 20 ≤ Tb ≤ 120✳
✼✳✷✳✷ ❈❛s❡ ✷✿ r♦❜♦t ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ r♦❜♦t ❜✉t ✇✐t❤ ❤❡❛✈✐❡r ❝❛❜❧❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡r
✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❡❡❧ ✇✐t❤ ❛ t✐❣❤t♥❡ss k = 137kN/m✱ ❛♥❞
❛ ❧✐♥❡✐❝ ♠❛ssm = 0.092kg/m✳ ❚❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛tWB = [1, 8]∗[1, 10]
❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♣r♦t♦t②♣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✶ ❝♠✳ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ 40N ✭❢♦r ❛ ❥✉st t✐❣❤t❡♥❡❞ ❝❛❜❧❡✮ ❛♥❞ 1000N ✭❛t ♠❛①✐♠❛❧
❧♦❛❞✮✳
✼✳✸ ❘❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❡r♠
♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦①❡s ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✲❜❛s❡❞
s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❛❞❥✉st ♦✉r str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡sts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ S!B = ∅✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ S!B 6= ∅✱ ✐✳❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❢♦✉♥❞ q✉✐❝❦❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s✳
❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐s❡❝t♦rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
♠♦❞❡❧ ✭✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶✸✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡✇r✐tt❡♥ s②s✲
t❡♠ ✐s ❣r❡❛t❧② ❜❡tt❡r ❢♦r ♦✉r s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❛♥❞ ✐♥
t❡r♠ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦①❡s ❝r❡❛t❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♠❡❛r ❜✐s❡❝t♦r✱
✇❤❡♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ s②st❡♠ ②✐❡❧❞ t♦ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣② ❝❤♦✐❝❡✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ s②st❡♠✳
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✻
❙②st❡♠ ✭✶✷✮ ❙②st❡♠ ✭✶✸✮
❇✐s❡❝t♦r ❚✐♠❡✭s✮ ❇♦①❡s✭106✮❚✐♠❡✭s✮ ❇♦①❡s✭106✮
❘❘ ✶✽✶✼✸ ✶✹ ✺✼✼✷ ✷
❙♠❡❛r ✶✽✸✻✾ ✶✹ ✺✶✷✵ ✷
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ s②st❡♠ ❛♥❞ ❜✐s❡❝t♦r ✭✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❝t♦r ✸❇✭❍❈✹✮ ❛♥❞
WB❂❬✶✱✹❪✯❬✶✱✸❪✮
❈♦♥tr❛❝t♦r ❙❧✐❝❡s ❚✐♠❡✭s✮ ❇♦①❡s
✸❇✭❍❈✹✮ ✶✵ t✐♠❡♦✉t ✴
✸❇❈■❉✭❍❈✹✮ ✶✵ ✼✼✾✵ ✶✵✼✵✵✵
✸❇❈■❉✭❍❈✹✮ ✶✵✵✵ ✶✹✸✾ ✺✷✶✺✼
✸❇❈■❉✭❍❈✹✮ ✶✵✵✵✵ ✼✷✵ ✸✼✷✾
✸❇❈■❉✭▼♦❤❝✮ ✶✵✵✵ ✽✹✶ ✶✺✷✾✾
✸❇❈■❉✭▼♦❤❝✮ ✶✵✵✵✵ ✺✹✼ ✷✶✾✾
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t♦r ✭✇✐t❤ ❙♠❡❛r✱ s②st❡♠ ✭✶✸✮ ❛♥❞WB❂❬✵✳✺✱✹❪✯❬✵✳✺✱✸❪✮
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t♦r✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❧✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❜✐s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐❝❡s ♦❢ ✸❇ ♦r ✸❇❈■❉ ❛r❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❧✐❝❡s ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧✮✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ s②st❡♠ ✭✶✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❍❈✹ ♦r ▼♦❤❝✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢
❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ s❧✐❝❡✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣②✱ ✇❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② s❡❧❡❝t t❤❡
✸❇❈■❉✭▼♦❤❝✮ ✇✐t❤ ✶✵✵✵✵ s❧✐❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ■r✈✐♥❡✬s ♠♦❞❡❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❙♠❡❛r
❛❞❞✲♦♥✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s str❛t❡❣②
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t♦r ❛♥❞ ❜✐s❡❝t♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ s✉❜♣❛✈✐♥❣ ✐s ❞r❛✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❘❡❥❡❝t❡❞ ❜♦①❡s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❡❛s② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦r
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✼
❝♦♥tr❛❝t ✭❧❛r❣❡ ❜♦①❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t r❡❣✐♦♥s ✭s♠❛❧❧ ❜♦①❡s✮ ✇❤❡r❡ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✴❧✐♥❡✮✳
✼✳✹ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t S!B ✱ ♥♦t❡❞ S!B ✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ✭✶✸✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐❢ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ S!B ✱ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥
❡①✐sts ✐♥ S!B ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳
✼✳✹✳✶ ❈❛s❡ ✶
◆♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r t♦♦❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
st✉❞✐❡❞ r♦❜♦t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳
❚❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ t❛❦❡ ❛❜♦✉t ✷ ❤♦✉rs✳ ❋♦r ❛
r❡❞✉❝❡❞ ✇♦r❦s♣❛❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ♠❡t❡r✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ❛❜♦✉t ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✳
✼✳✹✳✷ ❈❛s❡ ✷
❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r S!B ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦✉♥❞ ✭≈ 1 s❡❝♦♥❞✮✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❡❡♠s
t❤❡r❡❢♦r❡ t♦♦ str♦♥❣ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣✐❛♥t
r♦❜♦t ✉♥❞❡r✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r♦❜♦t ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧②
❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞✳
✼✳✺ ●❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ s❡❛r❝❤✐♥❣
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ②❡s✴♥♦ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t r♦❜♦ts✳ ❋✐rst✱
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ❛♥❞
❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜②✿
Sσ =Maxσ✱ ∀B ∈WB ,∀Tb ∈ [Tmin, Tmax]✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♥s✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿
STb =MinTb ✱ ∀B ∈ SB ✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♦♣t✐♠❛ ✇❤✐❝❤ ❜❡tt❡r ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳
✼✳✺✳✶ ❈❛s❡ ✶
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜② ♦✉r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✮ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸
❼ ▼✐♥✐♠❛❧ Tb t♦ ❦❡❡♣ |σ| < ǫ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✸✱ ❝♦❧✉♠♥ ✶❀
❼ ▼❛①✐♠❛❧ |σ| ❢♦r Tb = 20N ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✸✱ ❝♦❧✉♠♥ ✷❀
❼ ▼❛①✐♠❛❧ |σ| ❢♦r Tb = 120N ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✸✱ ❝♦❧✉♠♥ ✸❀
❼ ▼❛①✐♠❛❧ Tb t♦ ❦❡❡♣ |σ| < ǫ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✸✱ ❝♦❧✉♠♥ ✹❀
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❘❘ ♥➦ ✼✽✽✵
■♥t❡r✈❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ◗✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✽
✶ ✷ ✸ ✹
❊rr♦r σ ✭♠✮ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✸✼ ✲✵✳✵✵✺
❚❡♥s✐♦♥ Tb
✭◆✮
✶✳✹ ✷✵ ✶✷✵ ✶✼✶✳✺
❚✐♠❡ ✭s✮ ✷✵✵ ✸ ✺ ✸✵
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ✭✐♥ ❜♦❧❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
♣r♦t♦t②♣❡ ✭❝❛s❡ ✶✮
✶ ✷ ✸ ✹
❊rr♦r σ ✭♠✮ ✵✳✵✶✵✵✾ ✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✾✸
❚❡♥s✐♦♥ Tb
✭◆✮
✹✵ ✹✵✳✶ ✶✷✶ ✶✵✵✵
❚✐♠❡ ✭s✮ ✼✷ ✸ ✻✵✵✵ ✺
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡s✉❧ts ✭✐♥ ❜♦❧❞✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ r♦❜♦t
✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❝❛s❡ ✷✮
✼✳✺✳✷ ❈❛s❡ ✷
❚❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✉♥❞❡r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳
❼ ▼❛①✐♠❛❧ |σ| ❢♦r Tb = 40N ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✹✱ ❝♦❧✉♠♥ ✶❀
❼ ▼✐♥✐♠❛❧ Tb t♦ ❦❡❡♣ |σ| < ǫ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✹✱ ❝♦❧✉♠♥ ✷❀
❼ ▼❛①✐♠❛❧ Tb t♦ ❦❡❡♣ |σ| < ǫ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✹✱ ❝♦❧✉♠♥ ✸❀
❼ ▼❛①✐♠❛❧ |σ| ❢♦r Tb = 1000N ✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡✹✱ ❝♦❧✉♠♥ ✹❀
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r t❡♥s✐♦♥
❜♦✉♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈❛❧✐❞✳
✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦
♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✿ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts✳ ■♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♠❛ss✲❧❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❝❛❜❧❡s ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ r♦❜♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡
❛ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t❧② ❛❝t✉❛t❡❞ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛t♦r✳ ❚❤✐s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❜❧❡s ❧❡♥❣t❤
❢r♦♠ t❤❡✐r t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r
♥♦♥✲❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛ss✲❧❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✐s r♦❜♦t ✐s s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❛❜❧❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ r♦❜♦t ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚♦
s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤✐s ❣✐❛♥t ❝r❛♥❡✱ ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ ❛ s✉❜✲✇♦r❦s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡✲
s✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❖t❤❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜✉✐❧❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥♥❡r ❜♦①❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❜♦①❡s
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❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❛❧ ❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r st✉❞②
♦❢ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts✳ ■ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜rst s♦❢t✇❛r❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✏❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡s✐❣♥✑
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✽❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐✲
♠✐③✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❛② r♦❜♦ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
❝❛❜❧❡s✳
✽ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ q✉❛s✐✲❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ ♦r r❡❥❡❝t ❛♥ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ✉s❡ ♠♦❞❡❧ ✜❡❧❞✱ ♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❜♦✉♥❞s t♦ ❦❡❡♣
t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳
◆✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠ ❢♦r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ t♦♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✜❡❧❞✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❛♥② t♦♦❧s ❢♦r q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
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